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パーソナル・ コンピューターを用いた最小自乗法による

時定数の計算 (図 5,表 2)

山田 徹人・鵜飼 一彦・石川  哲 (北里大学医学部眼科)

Least Square iEstinlation of′ rirne Constant Using a卜Iicroconlputer
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要  約
先天眼振の緩徐相や瞳孔対光反応散瞳相などはシステム解析の立場から指数関数で表すことが可能である

と考えられている。また,実際の測定においても指数関数近似は良い結果をもたらす。生体計測で得られた電

気信号から指数関数 (と くに時定数)を推定することは生体運動系のメカニズムを解析する上で重要である。

しかしこれを実現するには様々な制約があるため困難である。我々は,テーラー展開による線型近似を反復行

うことにより時系列データに対 して指数関数回帰を行 う方法について検討 し,こ の計算を実際にパーソナル・

コンピューター上で実行するシステムを開発 した。その結果,こ の方法の精度は他の方法よりも良く,計算速

度も高速であり,臨床研究にも使用できることが明らかとなった。 (日 眼 92:344-350,1988)

キーワー ド :指数関数,時定数,最小自乗法,パーソナル・コンピューター

Abstract
There are many exponential curves in the recordings of the human ocular motor and pupillary

system, e.g., the slow phase of congenital nystagmus or the dilatation phase of pupillary light reflex.
When the factors which determine the exponential function, such as the time constant, can be

estimated from the recordings, the control mechanism of such systems might be understood more
clearly. W'e derived an equation to obtain this estimation, based on the non-linear least square method,

and developed a system, including the calculation method, on a microcomputer. This development can

be applied to clinical research and yields more precise and rapid calculation compared to other
methods. (Acta Soc Ophthalmol Jpn 92:344-350, 1988)

Key words : Exponential curve, Time constant, Least square method, Microcomputer

I緒  言

自然現象はそれぞれ規則性をもって生じている。 こ
のなかには指数関数で表せるものが少なくない.一般
に時間的な指数関数は,

f(t)=α +βexp(―γt),tは時間

で表され,α,β ,γ の3つの係数で定められる。この

うちγの逆数はいわゆる時定数である。また,α は

γ>0な らば tが無限大,γ <0な らば tが マイナス無限

大における f(t)の収東値である。眼科領域でもこの指

数関数にあてはまると考えられる現象はいくつかあ

る。たとえば,Den'OsoOは眼振緩徐相は先天眼振では

速度増加型 (γ <0),潜伏眼振では速度減少型 (γ >0)

の指数関数で表されるとしている。また,最近開発さ

れたイリスコーダーは,瞳孔対光反応の指標として波

形を指数関数で近似した時の時定数に相当する63%散
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表 1 線型化法による非線型式の推定法

仮定 した模型が次の形のものであるとする

Y=f(ξ , 0)+ε ・……………………………
ξ=(ξ l,ξ 2,・…,ξ k)′
0=(θ l,θ 2,・ …,θ p)′

ここに Yは観測値、 ξは変数、 θは推定母数、
n個の観測値のなかで u番 目の観測値 Yuは
Yu=f(ξ u, 0)十 εu・・・……………………

ξu=(ξ lu, ξ2u,・…,ξ ku)′
u:==1, 2, ・・・, n

と表せる。ここでθ10, θ20,.

もし f(ξ u, 0)の 00=(θ 10,

なうと近似的に

Za-

εは観測誤差である。

・
(1)

・
(ii)

, θp。 をそれぞれ母数 θl, θ2,・ ,̈ θpの初期値 としよう。

θ20,・…, θ pO)点 近傍における一次微分までのテーラー展開をおこ

f(ξ l" 0)=f(ξ u, 0。 )+Σ I_竺上上ユニ_二上|  (θ i_θ i。 )..
i~° L   σ υi   」θ=θ 0

が成立するとしてよい。

fu。 =f(ξ u 00)β O=θ i―θO Zlu=1型撥ユ ]θ θ。
と置けば、模型(■ )は近似的に次の形をとる。

Yu― fu°=ふβi° Zlu十守…………………………………………
(V)は線形式であり母数βi°を最小自乗法の原理を適用して推定できる。
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Yl― fl°

Y2~f20

YO= ==y_f。
Ｙ
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と置けば、βO=(β l°, β2°,・…β:)′の推定量は

bO=(Z。′Z。 )~lZ。
′
(y― fo)・ …・………………………………………………………………………………(i)

によって与 えられる。得 られた改訂推定量 θ ilを 上のβlの θ10に代入 し、式いか ら式い)ま での手続 き

を添字 0を 1に置換えることにより実行 しつ ぎの改訂推定量 θ i2がみちびかれ、以下同様に反復 され

る。ベク トルの形で前の記法を拡張するならば

0,+1=0」 十 bj

Oj+1=Oj十 (Zj′ Zj)~lZj′ (y_fp・・・・・・・・・・・・・・・・―・・・・・・・・・・・・・・・̈・・・・・・・̈・・・̈・…・・・・・・・・・・・・・・“・・・・・・・Ⅲ詢

と表せ る。この反復手順 を解が収束つ まり

|(θ i(片 1)一 θl)/θ ijl<δ

が成立す るまで続ければよい。ここにδは、あ らか じめ決められた極めて小 さい数である。
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瞳時間を求めるように作られている2).さ らに調節の

ステップ応答は指数関数で定められ,時定数が重要で

あるとの報告3)ゃ,暗順応曲線が指数関数でよく表せ

るとの報告
4)が
ある。これらの現象を理解するうえで ,

観測された物理量から指数関数の 3つの係数,特に時
定数,を求める必要が生じる.こ の求め方にはいくつ

かの方法が知られている.た とえば,収東値 αが既知
の場合は対数グラフに観測値からαを減じた値をプ

ロットし,プ ロットが直線に乗る場合は直線の傾きか

ら時定数を定める方法である.しかし,生体計測によっ

て得られた観測値は時間的に限られており,種々の誤
差を含んでいるので,時間無限大時の最終収東値が必
要な方法や,直接微分する方法で指数関数を推定する
ことは問題が多い。この問題を解決するため,我々は
パーソナル・ コンピューターを用いて指数関数を決定

する計算法と,それを具体的に行 うシステムを開発 し

たのでここに報告する。

日眼会誌 92巻  2号

II原  理

ここで用いた方法は,非線型系における母数推定で

行う反復法である。この中には線型化法またはテー

ラー展開法,最急勾配法,Marquardtの中間法等があ
る5)。 ここでは線型化法を応用した。その原理の概略を

表 1に示す。 この方法は 1つ 1つの母数をそれぞれ別
個に推定するのではなく,推定母数全体を1つのベク
トルとし,初期値を適当に定め,暫定推定値を計算す
る。この値をさらに初期値として代入し,次の暫定推

定値を計算する。この計算を反復することにより最適

推定値に収東する。一連の反復は繁雑であるが,計算

機に作業させるのに適している。

今ここで,対象とする系を表 2の式 (1)と 仮定す
る。表 1の式 (i)の関数に表 2の式 (1)を あてはめ

ると,ξ =t,θ =(α ,β,γ )'と なる。表 1の手順に従っ

て (価)式に相当する式を導くと表 2の式 (3)と な

表2 式 (1),(2),(3)は 表 1の解析の指数関数への適用.式 (4),(5),(6)
は指数関数式の種々の変形.

f(t)=α +β exp(― γt); γ=1//τ
α,β :定数 ;τ :時定数

。
(1)

Yi=α +β exp(― γ ti)+ε i

Ci:観測誤差 ;

(i=1,2,… … ,n)

Yl― f(tl;α k,β k, γk)

「

k+ヨ

l βk+11=(Zk′ Zk)~lZk'
1     1

ビ k+」
Yi― f(ti;α k,β k,γ k)

r ―¬
lα k l

十 lβ k l

Lγ k」

・(3)

Yn― f(tn;α k,β k,γ k)

ただ し

1, exp(- / ,.tt), - prtrexp(- T ytt)

Zk== 1, exp(- /tti ), -Futiexp(- 7*1, )

1, exp(- zrtn ), - Frt"exp(- /kt' )

roe( { ( t )- " ):toc,P - yt 。
(4)

f′ (t)=― β γexp(― γt) ・(5)

log(f′ (t))=log(― βγ)一 γ t ・(6)
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る.まず適当に定めた α,β ,γ の初期値を式 (3)の

右辺に代入し計算し,新しい推定母数を求める.こ の

母数を再び式 (3)に代入し,さ らに新しい推定母数
を求める.こ の作業を繰 り返すにしたがって最適推定

母数へと収東していく。収束の判断は,式 (3)の右
辺と左辺の母数の変化が十分小さくなることによりな

される.

III 方  法 (a)
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原理で述べた手順をパーソナル・ コンピューター

(NEC:PC-9801E)上で実行するため, プログラムを

作成した。OSは CP/M‐ 86,プ ログラム言語は PAS‐

CAL,処理系は MT+86を用いた。グラフィック表示
の部分を除いて,他の OSや処理系への移植は容易で

ある.解析対象データ 。ファイルはアスキー・ シーケ
ンシャル・ファイルとした。したがって,直接 A/D変

換器によリコンピューターに入力される電気信号はも

ちろん,直接電気信号に変換できない対象,た とえば

暗順応曲線なども,エディターを利用して作成された
データ。ファイルを対象に,ま ったく同様に解析が可

能である。このファイルは,n個のデータ列からなり,
表 2の式 (2)の Ylに相当することとなる。また,こ
のファイルの最初には,簡単なメモと標本周波数が書

き込まれている.計算に必要なα,β,γ の初期値は適

当でよいが,こ こでは f(tl),f(tn′ 2),f(tn)の 値から求

めた。データに雑音が重畳している場合には f(tl)な ど

の値として近傍で平滑化したものを用いた。収東条件

は,式 (3)の右辺と左辺でα,β,γ が 7桁 目まで変

化しなくなる時までとした。一連の計算に要する時間

は,データ個数 nが 102の オーダーのとき10~1秒のオー

ダー (ク ロック8MHz)で ある。計算経過を全部グラ
フィック表示しても所要時間は数秒である.ただし数

値演算副プロセッサー (イ ンテル :i8087)を 使用しな

い場合は実用にならないくらいの時間 (数時間以上)

を要す.反復回数は,数回である。

IV擬 似観測 データによるシ ミュレー
シ
′
ョ ン

図 1に人工的に作成した擬似データ 。ファイルを図

示する.図 1(a)は 既知の指数関数で,(b)は乱数によ

り作成したデータで観測誤差にあたり,(c)は (a)と

(b)の和である。この擬似データ。ファイルを用いて,

計算経過を説明する。図 2に計算経過 と結果を示す。

ここでは収東経過をわかりやすくするため,故意に初

0

(b)

(c)

0          100        200       300

tirne  《arbltrary unit)

図1 今回の計算方法を検定するための擬似データ.
(a)は既知の指数関数,(b)は雑音,(c)は (a)と
(b)の和を示す.

期値をずらしている。そのため収東に要する計算反復

回数が多くなっている。図 2(a)の点は擬似データで ,

曲線は初期値を用いて計算した指数関数である。(b)

は (a)の指数関数の 3つの係数を初期値のかわ りに代

入して計算した指数関数を示し,(a)よ りも擬似デー

タから遠ざかっている。途中でこのようなことがあっ

ても最終的に収東することは保証されている。(c)は

(b)の指数関数の 3つの係数を代入して計算した指数

関数を示し,(a),(b)よ りも擬似データに近づいてい

る.(d)は (c)の係数を代入して計算した指数関数で
さらに擬似データに近付いている。 (e)は (d)の係数

を代入して計算した指数関数を示し,擬似データによ
くフイットしている.(e)の指数関数の係数をさらに

代入して計算しても指数関数はほとんど変化せず,残
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(a)

～

(b)

(c)

図2 プロットは図 1(c)に示した擬似データ.曲線は
推定された関数を示す.(a)から(e)に至る過程で,
よいフィッティングを示す関数が得られる.

差平方和は減少せず,推定関数は収束したと判断され

計算は終了する。

V具 体 例

我々が対象 として扱っている例 としては,EOG
(P―EOG,ENGを 含む)により計測された眼球運動 ,
オプ トメーターにより計測 された調節運動,イ リス

コーダーにより計測された瞳孔運動がある。観測対象

より計測されたアナログ電気信号は,12ビ ットA/D

変換器 (ネ オローグ :PCN-2098)に より時数列に変換

されパーソナル・ コンピューター (NEC:PC‐ 9801E)

に取 り込まれる。使用されるパーソナル・ コンピュー

ターやプログラム言語は先に示したものと共通であ

る。この時の標本周波数は0.001～ 1,200Hzの 範囲か

図3 潜伏眼振緩徐相の計算例.右下は潜伏眼振波形,
プロットは波形の緩徐相の一部,曲線は推定された

指数関数を示す.

ら選択される。周波数の上限は,すべての取 り込みデー

タグラフィック表示していることによる。A/D変換は

タイマー割込みを利用しているため,バ ッファーに使

用しているメモリーに余裕がある場合は60kHzま で

使用できる。この場合, グラフィック表示は時間的に

遅れる。 1回に取 り込むことができるデータの数はメ

モリーにより制限され,120,000個 までで,標本周波数

100Hzで 20分に相当する。取 り込まれたデータ列は

ディスケットにオリジナル・ データ。ファイル (バ イ

ナリ・ランダム・ファイル)と してストアされる。デー

タ収集のプログラムはここで終了する。 この後,必要
に応じて,た とえば眼振波形の解析なら速度や強さ,

時定数を求めるプログラムに移る.時定数を求める場

合は, このファイルから波形を CRTモ ニターで見な
がら指数関数とみなされる部分のみを切 りだし,解析

対象データ。ファイル (ア スキー・ シーケンシャル・

ファイル)を作成する。 これを行 うためのプログラム
はオペレーターの負担を減少させるため対話型の操作

環境を与えるように作成した。そして先に示した時定

数を求めるプログラムヘ制御を移す。

図 3に潜伏眼振に本法を行った実例 (β <0,γ >0)

をしめす。図の右下は眼振波形で,そ の一周期の緩徐

相が左上のプロットで表されている。左上の曲線は推

定された指数関数である。曲線が点によくフィットし

ていることがオっかる。

VI考  按

指数関数を推定する方法は,い くつか考えられる.

収東値 (式 (1)の α)が既知であれば,観測値より
これを減じ,その数が正ならば, これの対数をとれば

式 (4)と なり線型とみなせるので最小自乗法を適用

・て

一一一一

(d)

(o)
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できる.しかしながら,時間的制約によりαが正確に

得られなかった り,繰 り返し現象の場合収東する前に
次の繰り返しが始まってしまった り (た とえば眼振波

形)し ,α の推定は困難なことが多い。また,α の推

定がうまくいったとしても,対数をとることによって
観測誤差の分布が変化してしまい最小自乗法の適用に

疑間がでてくる。 この誤差の分布の変化を擬似データ
を用いて図 4に示す.も とのデータでは誤差は信号の

大きさに依存しない.しかし,対数変換系では信号が
αに近づくほど大きくなっている.こ のため,誤差分
布は予測される直線の上下で非対象となり,単純に直
線回帰を行うことはできない。場合によっては観測値

からαを減ずることにより値が負 となり対数が計算

できない場合もある。

そこで収東値 αが未知と仮定すると,ま ず時間微分

し次に対数をとって線型化する方法が考えられる。 こ
れを式 (5),(6)に示す.こ の方法では微分するこ
とにより観測誤差が拡大するという欠点があり,特に

電気回路で発生する雑音は周波数が高いため,微分す
ることにより負数出現の頻度が著しく増加する。 この
様子を擬似データを用いて図 5に示す.観測誤差が微
分することにより著しく拡大されたことがわかる.し
たがってこの方法は観測誤差が十分に小さくなければ

対数計算が不可能で一般には適用できない。

時定数の計算法としてはこの他に水素クリアランス

法で血流量を求める際な どで使用 され る Height‐

Area法 6)が知られている。この方法は,観測開始値 と

観測終了値とこの間の時間積分から計算する方法であ

る。この方法では積分することにより観測誤差の影響

を受けにくいが,観測開始値 と終了値の精度が直接結
果に影響するという欠点がある。また,収東値も既知
(水素クリアランス法では測定値の零点設定が正確)で

なければならない:

我々がここで用いた指数関数推定法は,収東値 αは

未知でよく,対数・微分計算を行わないので上記の欠
点は存在しない。また,残差平方和を最小にするよう
に偏微分を用いて反復により関数推定を行っているの

で,電気回路で発生する雑音や通常の生体雑音のよう
に, ランダムで時定数に比べ高周波であれば観測誤差

の影響は受けにくい。ここで用いたシステムは,実数
の内部表現は 8バ イ トであ り,10303を 越えるとオー

バーフローとなる。従って観測点 nが多すぎたり観測

誤差が極めて大きい時は計算不能となることがある。

我力の経験ではデータ数が数百程度ではオーバーフ

ローすることなく推定関数へ収東する
「

VII 結  語

指数関数が含まれる計測データからその関数の係数

を推定する方法とシステムにつき報告した。時定数は

神経回路網に積分要素を含むシステムのステップ応答

などの解析に役立つ。眼科的には,眼振・輻襲・調節・
瞳孔反応などの解析に有力な道具となることが考えら

れる。
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図 4 図 1(c)の データの対数

図 5 図 1(c)の データの時間微分
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