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In vivo水 晶体の Ca2+濃度調節機構の数理モデル

今泉 雅資,古嶋 正俊,中塚 和夫,山之内却一
大分医科大学眼科学講座

要  約
In v市oで水晶体が Ca2+濃度の恒常性を維持 していく調節機構を明らかにすることを目的に,Ca2+の能動輸

送のモデル (日 眼会誌94:135-140,1990)を基本にして,数理モデルを考案した。数理モデルには,細胞内

外の Ca2+濃 度勾配を考慮 して,細胞膜を横切るCa2+の 外向きまたは内向きの流束を新たな因子に加え,こ れ

を用いて細胞内 Ca2+濃 度の変化の数値シミュレーションを行った。Ca2+_ATPaseに よるCa2+の 外向き流束

(能動輸送)は ,細胞内 Ca2+濃度に依存 して増加 し,Michaelお ‐Menten型 の反応を示 した.ま た,細胞膜の

ca2■透過係数の増加は内向き流束を増加させた。以上の結果は,現在までに行われた実験結果と定性的に一致

し,数理モデルとしての妥当性が確認された.し たがって,細胞内 Ca2+濃度は,Ca2+_ATPascに よるCa2+の

能動輸送機構の Ca2■濃度依存性と細胞膜の Ca2+透過性の 2つ の因子によって決定される可能性が,理論的側

面から示唆された。 (日 眼会誌 95:733-737,1991)
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A Mathematical Model of the Regulation Mechanism of Ca2*

Concentration in Lens in Vivo
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and Uichi Yamanouchi
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Abstract
In order to elucidate the regulation mechanism of homeostasis on intracellular Ca'z* concentration

in lens in vivo, the authors proposed a new mathematical model based upon the model of Ca2+ active
transport. The mathematical model has new factors: Caz* eflux and Ca'* influx across the cell
membrane related to the difrerence between intracellular and extracellular Ca2' concentration.
Changes in intracellular Ca2+ concentration were investigated by numerical simulation using this
model. Ca'* effiux (active transport) is increased with intracellular Ca'z* concentration and their
relationship corresponds to a Mechaels-Menten reaction. Ca2* influx increases with the Ca2* perme-

able coefficient of cell membrane. These results are consistent with the experimental results is a
qualitative way and indicate that the model is suitable to elucidate the regulation mechanism of
intracellular Ca'+ concentration. From the theoretical point of view, therefore, it is suggested that
intracellular Ca2* concentration may depend on two factors: one is the Ca2+ dependence of the Ca'z*

active transport system, the other the Ca'z* permeability of the cell membrane. (Acta Soc Ophthalmol
Jpn 95 : 733-737, 1991)
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I緒  言

水晶体の混濁に関与する因子 として,水晶体中の

ca2■濃度の増加があげられる
1).正
常の水晶体中の

ca2+濃度は,房水に比較して1/100～ 1/1,000倍 もの低

濃度に維持されているが
2)3), こうした水晶体の Ca2+

濃度の調節には,主に Ca2+_ATPaseに よるCa2+の 能

動輸送が関与している
4)～6).我々は,こ れまでに水晶体

の Ca2+濃度の調節機構を明らかにすることを目的に,

水晶体の Ca2+_ATPaseの 反応サイクルに注 目し,

ca2+_ATPaseに よるCa2+の 輸送 とそれに共役す る

ATPの加水分解の過程について数理モデルを提案
し,その性質をコンピュータシミュレーションによっ

て調べてきた7)8).そ の結果, このモデルは in VitrOで

の水晶体における Ca2■ ATPaseの生化学的性質を定

性的に説明することが可能であった.

しかしながら,in vivo水 晶体中での Ca2+_ATPase

の性質は,in vitro水晶体の Ca2+_ATPaseの性質とは

異なることが推測される.その理由の一つとして,in
vivo水 晶体では細胞内外の Ca2+濃度勾配が常に存在

し,細胞膜を横切るCa2+の 外向きまたは内向きの流束

が存在していることがあげられる。

以上の観点に基き,今回,我々は,in vivo水晶体の

ca2+_ATPaseが ,細胞内外の Ca2+濃度の影響を受け

ながら,Ca2■ の輸送を行い,恒常的に至適 Ca2+濃度を

維持していく過程について新たに数理モデルを提案

し,コ ンピュータシミュレーションを行ない,in vivo

水晶体における Ca2+濃度の調節機構について理論的

考察を行った。

II 数理モデル化の方法

ca2+_ATPaseは ,ATPの 加水分解によって得たエ

ネルギーを利用して,細胞内外の Ca2+濃度勾配に逆ら

いながら,Ca2+の能動輸送を行っている。今回,in vivo

での細胞内 Ca2+濃度の調節機構の数理モデル化に対

して,前報7)8)で述べた in vitroで の Ca2+_ATPase反

応サイクルを基本とした。

すなわち,Ca2+_ATPaseの 反応サイクルを単純化

し,表 1の ような化学反応系 (1)を組み立てた。こ
の反応系では Ca2+_ATPaseは 4つの状態をとると仮

定した。すなわち,Ca2+結合部位が細胞質側を向き,

ca2+に 高い親和性を示す El型酵素 (EFを 含む)と

ca2+結 合部位が細胞質の外側を向き,Ca2+に低い親和

性を示す E2型酵素(E2+を含む)の状態, さらに,それ
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表 l Ca2+― ATPaseの反応サイクルを単純化した

化学反応系.kl～ k4,k-1～ k-4は速度定数を示す

kl

El+2Cat+ATP7==2 El拿 十ADP
k_1

k2

El「
===i E2ネ
k-2

k3

E2‐
===主
E2+2Cao十 Pi

k-3

k4

E2 =El
k-4

表 2 Ca2+_ATPaseの 化学反応系のシミュレー
ションに用いたパラメータの値 .

速度定数の値は全て予測値。また, リン酸化合物の細胞内

濃度は文献(15)によった。

E。

Cao

ATP
ADP
Pi

kl

k_1

k2

k-2

k3

k-3

k4

k-4

(M)

(mM)

(mM)
(mM)

(mM)
(領
1)

(s~1)

(s-1)

(S~1)

(s~1)

(s~1)

(S~1)

(Sl)

1

2

2.46

1.07

2.33

109

1

1

1

1

107

1

1

ぞれの酵素に Ca2+結合した燐酸化中間体 (*で表す)

である。Ca2+結合部位は Ca2+_ATPase l分子当り2

個とした。また,表 1に示した kl～ k4,k-1～ k-4は各々

速度定数を表す。前報
8)で述べたように,水晶体 Ca2+_

ATPa∞ について速度定数の値は,未だ測定されてい

ないので,前報7)8)の シミュレーションに用いた値を,
in vivo水 晶体の Ca2+_ATPaseに ついてもそのまま

用いた (表 2)。

表 1に示した反応サイクルより各化学種に対する反

応速度式は

dCa1/dt=一 klElCa12ATP+k_lEl中 ADP+Pca
(Ca。 一Cal)               (1)
dE1/dt=― klElCa12ATP+k_lEl'ADP+k4E2~

k-4El                    (2)
dE2/dt=k3E2中 _k_3E2Ca。 2Pi_k4E2+k-4El

(3)
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まず,細胞内外を横切る Ca2・の正味の流東が 0と な

る定常状態条件を,dCa1/dt=0と した(9)式から求め,

定常状態の成立した時の細胞内 Ca2+濃度 (Cal)と 細胞

膜の Ca2+透 過係数 (Pca)の関係を図 1に示した。pCa

が 6以上では Pcaはほぼ一定で低値を保っているが,

pCaが 6以下になると Pcaは徐々に増加し,pCa 3を
漸近線にして増加していく。また,pCa 3以下では Pca

は負の値をとった。

次に,(9)式よりCa2+の外向きの流束の項を抜きだ

して,注 目してみると,
dCa1/dt=― (2.46X109× Ca12_9.97× 10-5)/

(9.84× 109× Ca12+2)         (10)
(10)式 より,Ca2+の外向きの流束の Ca2+濃度依存性

は,in vitrOモ デルの中で取 り扱った dPi/dtの 式 (文

献 8の (12)式 )と似た形をとっている.し かしながら,
その Ca2+濃度依存性を調べると,図 2の ように,Ca2+

の外向きの流東は細胞内 Ca2+濃度の上昇に伴い増加

し,in vitroの Ca2+_ATPase活 性 (細胞内 Pi濃度)
が高 Ca2+濃 度領域では低下する3)の とは異なるパター

ンをとった。このことは,(10)式 より,Ca2+の外向き
の流東は (細胞内 Ca2+濃 度)2に 対 して双 曲線の形

(MichaeHs‐ Menten型の反応)を示すことからも分か

る。また,Ca2+の 内向きの流東についても,Pcaが変化

した場合を図 2に示したが,細胞膜の Ca2+透過係数の

値が上昇すると内向きの流東も増加することが分か

る。 さらに,図 1に示した定常状態は,図 2では外向
きの流東と内向きの流東の交点によって示され,Pca
の上昇により細胞内 Ca2+濃度が増加していくことが

より明確になった。

最後に,細胞内 Ca2+濃度が一過性に増加した後に,

ca2+濃度が一定の状態に移行していく過程を,数値シ

ミュレーションによって調べた。方法は,(9)式 をパー

ソナルコンピュータ (EPSON PC‐ 286VF)を 用い, ル

ングクッタ法9)に よって近似的に数値解を求め,細胞
内 Ca2+濃度の経時的変化とした。初期値は,時刻 0秒

の時,細胞内 Ca2+濃度を10-3Mと した。また,Pca=
0.lcm.s~1(pCa 7,0が 定常状態となる条件を図 1によ

り求めた)と 定めた。プログラム言語は BASICに よっ
て記述した。計算結果を図 3に示したが,細胞内 Ca2+

濃度は時間とともに減少し,定常状態に移行していく

過程が分かる。pCaが 5以下では Ca2+濃度は時間とと

もに急速に下降していくが,pCaが 7に近づ くにつれ
減少の程度は小さくなった。

dEl*/dt=klEICai2ATP― k_lEl*ADP‐ k2El・ 十

k-2E2ホ                     (4)
dE2中 /dt=k2Elネ _k_2E2+_k3E2*+k-3E2Cao2Pi

(5)

(1)～ (5)式で与えられる.Ca,ATP,El,El・ などの
記号は各化学種の濃度を表わす。今回は,in vivoの系

を対象とし,関与する因子の数を減らすために,細胞
外 Ca2+濃度 (Ca。 )と細胞内 ATP,ADP,Piの 化学
種の濃度は一定で,ATPの 加水分解によって生成さ
れるADP,Piは ,別の反応系によって速やかにATP
に合成されると仮定した(表 2)。 今回のモデルでは細

胞内 Ca2+濃度 (Cal)の変化に注目し,Ca2+_ATPase
による Ca2+の能動輸送とは逆向きの受動輸送の影響

も考慮した。受動輸送は細胞膜の Ca2+透過係数(Pca)

と細胞内外の Ca2+濃度勾配の積によって表現した。

ca2■_ATPa"の とる 4つの状態は速やかに定常状態
(すなわち,時間的に濃度変化がなくなる状態)に移行
すると仮定した。定常状態の条件は,

dE1/dt=dE2/dt=dEl中 /dt=dE=dEダ /dt=0

(6)

と定められる。また ,

E。 (定数)=El+E2+EF+E2・      (7)
と定め,(2)～ (7)式からEl,El+を E。 (定数)につい

て数理し,その結果を(1)式に代入し,
dCa1/dt=― E。 (klk2k3k4Ca12ATP‐ k_lk-2k-3k-4

ca。
2PiADP)/Z+Pca(Ca。 _Cal)

Z=(k_lADP+k2) (k3k4+k-3k-4ca。 2Pl)十

(k-2+k3) (k4klca12ATP+k-4k-lADP)十

(k-3ca。 2Pi+k4)(klk2ca12ATP+k_lk-2

ADP)+(k-4+klca12ATP) (k2k3+k-2k-3

ca。2Pi)                   (8)

を得た。さらに,表 2に示したパラメータの値を(8)式

に代入,整理し,(9)式を導いた。
dCa:/dt=― (2.46× 109× Ca12_9.97× 10-5)/

(9.84× 109× Ca12+2)十 Pca(2× 10-3_cal)

(9)

III シミュレーションの結果

(9)式は細胞内 Ca2+濃度 (Cal)の時間的変化を表わ

す非線形微分方程式である。右辺の第 1項が Ca2+の 外

向きの流東を,第 2項が Ca2+の 内向きの流束を表わ

す。 この式を用いて,細胞内 Ca2+濃度 (Cal),Ca2+の
流東と細胞膜の Ca2+透 過係数 (Pca)と の間の関係につ

いて調べた .
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図 1 定常状態における細胞内 Ca2+濃度 (pCa)と 細
胞膜の Ca2+透過係数 (Pca)と の関係。曲線は(9)式

よりdCa1/dt=0を 解いて求めた理論曲線である.
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IV 考  按

細胞内 Ca2+濃度は,Ca2+濃度勾配に従い拡散によっ

て細胞外から細胞内へ流入する受動輸送 と,ATPの
加水分解によって得た化学的エネルギーに依存して,

濃度勾配に逆らい細胞内 Ca2+を 流出する能動輸送の

2つの因子によって規定されていると考えられる。以

下,こ うした特性が数理モデルの中でどのような形で

表現されているか検討した.

水晶体における受動輸送は,細胞膜に Ca2+チ ャンネ

ルの存在が確認されてはいないが,非特異的なイオン

チャンネルを通じて Ca2+が 細胞内へ流入することが

知られている
10)11)。 したがって,細胞膜の Ca2+透過係

数は,非特異的なイオンチャンネルの開閉の確率に

よって規定されていると考えられる。我々は,(9)式 よ

り定常状態の成立した時の細胞内 Ca2+濃度 (Cal)と 細

胞膜の Ca2+透 過係数(Pca)のあいだの関係を求め,細

胞内 Ca2+濃 度を低値に保つためには,細胞膜のCa2+

透過係数が低いこと,すなわちイオンチャネルが活性

化する確率が低いことが必要条件であることを示した

(図 1)。 一方,細胞内 Ca2+は膜の安定化に重要で,Ca2+

以 外 の様々な陽 イ オ ンの膜 透 過 性 と関係 が あ

りH)-13),老 化に伴い水晶体の細胞内の Na+や Ca2+な

どのイオン濃度が増加するのは,Ca2+に よってイオン

チャンネルが活性化されやすくなるためとも考えられ

ている。以上の考察より,細胞膜の Ca2+透 過係数が

ca2+及び Ca2+以外の細胞内イオン濃度の調節に関与

している可能性が推測された。

一方,水 晶体 における能動輸 送 は,主 に Ca2+_

ATPaseが 関与して細胞内 Ca2■ を細胞外に排出して

いる。今回,in vivoの数理モデルの解析から,Ca2+の

外 向 きの 流 東 は,細 胞 内 Ca2+濃 度 に対 して

MichaeHs‐ Menten型 の反応を不す ことが分かった。

このことは,前報
8)の in vitro数理モデルから得られた

ca2+_ATPase活性の Ca2+濃 度依存性と,一見すると

矛盾するような印象を与える。 しかし, このことは,
in vitroと in vivoでは数理モデル化のためにとった

方法が,は っきりと異なるためである。方法の相違点

としては,1)in vitroの モデルでは,実験系
4)～6)に従っ

て,細胞内外の Ca2+濃度勾配を考慮せずに,ATPの 加

水分解による Piの生成速度を Ca2+_ATPase活性の

指標とした。2)in vivoのモデルでは,実際の細胞内

の状態を推定し,条件を設定した。すなわち,細胞内

外の Ca2+濃度勾配を考慮し,内外の Ca2+の移動に注
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図 2 Ca2+の外向きの流東,内向きの流東と,細胞膜

の Ca2+透過係数(Pca)と の関係.外向きの流束は実

線で,内向きの流東は破線で示した.各曲線は(9),

(10)式 より求めた理論曲線である.破線に添えた数

字はPcaの値で,これが上昇すると内向きの流束も

増加する。
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図3 -過性に上昇した細胞内 Ca2+濃度が,定常状態
に戻る過程.曲線は(9)式に基く理論曲線である.初

期値 pCa=3,Pca=0.lcm.s~1と した。
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目した。また,解糖系によって ADPと Piか らATP
の再合成が速やかに行なわれ細胞内の リン酸化合物の

濃度に変動がないとした.Ca2+_ATPase活性の指標と

しては,Piの 生成速度の代わ りに能動輸送による
ca2+の外向きの流束を用いた。したがって,上記の異

なる結果は,Ca2■ATPaseが ,Ca2+の 動態に対して in

vitroと in vivoで は異なる特性を示すことを意味す

るのではなく,む しろ,in vitroで の実験結果がそのま

まin vivoでの Ca2+_ATPaseの 反応特性(Ca2+の能動

輸送)を必ず しも直接反映するのではないことを示唆
していると考えられる.

生体内では,し ばしば細胞内 Ca2+濃度がパルス状に

反復して増加減少のサイクルを繰 り返すという現象 14)

が知られているが,水晶体においてもこうした現象が

生じているであろう。この現象は,おそらく,イ オン

チャネルが活性化され Ca2+が細胞内へ流入し,一過性

に Ca2+透過係数が上昇し細胞内 Ca2+濃度が増加した

後,チ ャンネルが再び閉じて Ca2+透過係数が元に戻 り

定常状態の細胞内 Ca2+濃 度へと移行していく過程 と

推測される。そこで,これらの過程をシミュレーショ

ンしてみたが(図 3),得 られた細胞内 Ca2■濃度の経時

的変化からも,細胞内 Ca2+濃 度の増加により,Ca2+_
ATPase活性が上昇し,Ca2■ の外向きの流東が増加す
る効果が作用していると考えられた (図 2)。

以上の考察より,細胞内 Ca2+濃度の調節は,調節の

ための上位機構がなくとも,Ca2+能動輸送機構の Ca2+

濃度依存性と細胞膜のCa2+透 過性の安定性とい う 2

つの因子によって行われることが理論的に説明できる

と結論された。
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